Звертаємо увагу, що пропоновані матеріали є вказівками до розв’язання задач ІІ етапу олімпіади з математики і не містять повного обґрунтування. 
Окрім того учні можуть знайти розв’язок, якій відрізняється від запропонованого.
6 класс
1. Если рядом стоят числа a и b, то следующим стоит число b/a, за ним 1/a, потом 1/b, наконец, a/b. Эти шесть чисел удовлетворяют условию задачи. Конечно, при неудачном выборе чисел a и b какие-то из указанных чисел совпадут, но нас это не остановит: для решения задачи достаточно предъявить один пример. Например, взять a=2, b=3.
2. Ответ: 55%. 

Решение. Если Маше удвоят стипендию, семейный доход возрастёт на размер этой стипендии. Следовательно, Машина стипендия составляет 5% общего дохода. Аналогично, мамина зарплата составляет 15%, а папина – 25%. Оставшаяся доля 100%–5%–15%–25%=55% приходится на дедушкину пенсию. Значит, если ему удвоят пенсию, доход всей семьи возрастёт на 55%.

3 Ответ: оптовая цена ручки – 2 рубля 50 копеек. Если оптовая цена ручки – x рублей, то 5–x=10–3x, откуда x=2,5.
4. Ответ: 21 авиалиния. 

Докажем, что меньше, чем 21 линией не обойтись. Вначале докажем, что если 15 городов соединены авиалиниями так, что можно добраться от любого города до любого другого, то авиалиний не меньше 14. 

Обозначим число авиалиний через k. Если мы уберём одну из них, города могут распасться на две разрозненные группы, между которыми нет воздушного сообщения, а могут и не распасться. После удаления следующей авиалинии не более одной группы может распасться ещё на две, количество разрозненных групп увеличится не более чем на одну. Продолжая аналогичные рассуждения, получим, что после удаления последней авиалинии количество разрозненных групп не может превысить k+1. Поскольку 15 городов без авиалиний – это 15 групп, то k>14. 

Обозначим количество линий у авиакомпаний через a, b и c. По доказанному, у любых двух компаний вместе не менее 14 линий, т. е. у трёх компаний в сумме не менее 21 авиалинии. 
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7 класс
1. Ответ: конечно, это опечатка. Любая степень числа, оканчивающегося цифрой 1, тоже оканчивается цифрой 1. Поэтому разность 23021377-1 оканчивается на 0 и, следовательно, не является простым числом.
2. Ответ: да, могло, если он один раз попал и три раза промахнулся. Решение проще всего найти, если разложить 8019 на множители: 8019=93*11. После удачного выстрела количество денег умножается на 1,1, а после неудачного - на 0,9, и 100*1,1*0,93=80,19

3. Ответ: 20 пакетиков. Поскольку Инна выпила на 17 чашек чая больше Наташи, значит, хотя бы из 17 пакетиков она приготовила по три чашки чая. Оставшиеся 7=58-17*3 чашек можно было получить только одним способом: 2 пакетика на 2 чашки каждый и 1 пакетик на 3 чашки. Значит, в коробке было 17+3=20 пакетиков. При этом Наташа из 19 пакетиков приготовила по 2 чашки, а из двадцатого - 3 чашки чая. 
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4. Ответ: площади фигур равны. 

Идея решения. Наложим одного головастика на другого как показано на рисунке. Нетрудно проверить, что если отрезать от первого головастика заштрихованные сегменты, и повернуть их вокруг точек A1 и B1 на 180o, то получится в точности второй головастик.
8 класс
1. 
[image: image2.wmf]3

1

-

=

a

x

, если 
[image: image3.wmf]3

±

¹

a

, корней нет, если 
[image: image4.wmf]3

=

a

, любое число, если 
[image: image5.wmf]3

-

=

a


2. Ответ: в Сергей, Витю и Антона попали по одному разу. Если в Витю, Антона и Сергей попали x, y и z снежков соответственно, то всего было брошено 13+x+y+z снежков (поскольку 13 снежков не достигли цели). С другой стороны, Витя бросил 6x, Сергей – 5y, а Антон – 4z+1 снежков (вместе с первым снежком). Получаем уравнение:  6x+5y+4z+1=13+x+y+z, откуда 5x+4y+3z=12. Так как x, y, z - целые неотрицательные числа, x может быть равен 0, 1 или 2, y - 0, 1, 2 или 3, z - 0, 1, 2, 3 или 4. Перебором находим решения (1,1,1), (0,3,0) и (0,0,4). Но, поскольку в самого себя кидать снежки нельзя, то среди чисел x, y, z не может быть двух нулей. Поэтому возможен только первый случай.
3. Ответ: например, 1111111613. 

Найдём какое-нибудь число, удовлетворяющее условию задачи, не обязательно десятизначное. Например, попробуем найти такое число, что после прибавления к нему произведения цифр они попросту меняются местами. Если последние цифры числа - 13, то, чтобы поменять их местами, нужно прибавить 18. Чтобы произведение цифр было 18, нужно дописать ещё цифру 6. Искомым является число 613: 613+6*1*3=631. 

Теперь, чтобы получить десятизначное число, припишем слева недостающее число единиц. Произведение цифр от этого не изменится. Например, 1111111613+18=11111111631.
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4 Ответ: треугольник равносторонний, все углы по 60o. 

Решение. Для внешних углов BXC и AYB треугольников ABX и CAY запишем равенства 
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YCA. Так как по условию 
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CAY, получаем, что 
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YCA, т. е. треугольник ABC является равнобедренным, AB=BC. 

Рассмотрим треугольники XBC и YAB. У них равны две стороны и угол не между ними: 
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AYB, XC=YB, BC=AB. Такие треугольники либо равны, либо 
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YAB=180o (мы докажем это ниже), но второй случай невозможен, поскольку 
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ACB<180o. Значит, DXBC=DYAB, следовательно, 
[image: image27.wmf]Ð

ABC=
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BCA, и треугольник ABC равносторонний. 

Теперь докажем сформулированный выше факт. Итак, в треугольниках XBC и YAB равны две стороны и угол не между ними: 
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AYB, XC=YB, BC=AB. Отметим на луче XB точку B' на расстоянии XB'=YA. Точка B' может оказаться как внутри, так и вне отрезка XB. Треугольники XB'C и YAB равны по двум сторонам и углу между ними (XC=YB, XB'=YA, 
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CXB'=
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BYA). Тогда CB'=CB. Если B и B' совпадают, треугольники XBC и YAB равны. Если же B' не совпадает с B, то в равнобедренном треугольнике B'CB углы B'BC и BB'C равны, а значит, 
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XB'C=180o, и 
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YAB=180o. 
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9 класс
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Задание 1. 
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2. Ответ: например, 5, 6, 7, 8, -1. 

3. Ответ: с первого на третий этаж за этот день приехало меньше покупателей, чем с первого на второй. 

Предположим, что за весь день на первом этаже в лифт вошло x покупателей, на втором – y, на третьем - z. Заметим, что количество покупателей, вышедших из лифта на каждом из этажей, равно количеству покупателей, вошедших на этом же этаже. 

По условию, из покупателей, вошедших на втором этаже, половина едет вниз, а половина - вверх. Значит, со второго этажа на третий едет y/2 покупателей, и столько же со второго на первый. Второе условие можно записать так: z<(x+y+z)/3. Это равносильно тому, что 2z<x+y. 

С первого этажа на третий было совершено z–(y/2) поездок, так как всего на третьем этаже вышли из лифта z человек, а y/2 из них приехали со второго этажа. А с первого на второй поднимались те покупатели, входившие в лифт на первом этаже, кто не ехал на третий, т. е. x-(z-(y/2)). Для решения задачи требуется сравнить эти два выражения. Но неравенство z-(y/2)<x-(z-(y/2)) равносильно уже доказанному неравенству 2z<x+y. Тем самым мы доказали, что с первого этажа на третий за этот день приехало меньше покупателей, чем с первого на второй.
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4. Пусть точка O - центр окружности. Так как треугольник ABC прямоугольный, точка O совпадает с серединой гипотенузы AB. Угол NOK прямой: действительно, средняя линия NO треугольника ABC параллельна его стороне BC, а прямая OK является высотой равностороннего треугольника BOC (так как она является биссектрисой этого треугольника). 

Нетрудно видеть, что точки E, N и O лежат на одной прямой. Действительно, прямоугольные треугольники ECO и EAO равны по катету и гипотенузе, поэтому EO – биссектриса угла AEC. С другой стороны, треугольник AEC - равнобедренный, так как касательные, проведённые к окружности из одной точки равны. Поскольку отрезок EN - медиана в этом треугольнике, то он также является и биссектрисой. Поэтому лучи EN и EO совпадают как биссектрисы угла AEC. 

Точки A, E, C и O лежат на одной окружности, так как /ECO=/EAO=90o. Из теоремы о пересекающихся хордах окружности следует, что AN*NC=EN*NO.  (1) 

Применяя ту же теорему к хордам AC и MK исходной окружности, получаем AN*NC=MN*NK. (2) 

Комбинируя (1) и (2), получаем, что MN*NK=EN*NO. 

По теореме, обратной к теореме о пересекающихся хордах получаем, что точки М, K, E и O лежат на одной окружности. 

Углы EMK и EOK равны, как опирающиеся на одну дугу. Но угол EOK - прямой, значит, и угол EMK – прямой.
10 класс
1. х=3а, х=–2а, при 
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2. Ответ: да, например, a=1, b=5, c=6. 

3. Ответ: да, может. Допустим, что в каждом регионе все получают одинаковую зарплату и есть регион, в котором живут те самые 10% работников, которые получают 90% всей зарплаты.
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4. Перпендикуляры к сторонам угла, восставленные в точках B и C, пересекаются в точке M', диаметрально противоположной M. Из равенства углов падения и отражения следует, что M' - точка пересечения биссектрис треугольника ABC. С другой стороны, точка M лежит на пересечении биссектрис углов B'BC и BCC'(см. рис.), следовательно, равноудалена от прямых AB и AC. Поэтому M также лежит на биссектрисе угла BAC. Значит, весь диаметр MM', включая точку O, лежит на биссектрисе AM угла BAC. 
11 класс
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2. Выберем любую из получившихся частей. Рассмотрим сумму a1+a2+...+an, где ai – количество сторон i-й грани. 

Каждое ребро многогранника, по которому ломаная не проходит, посчитано в этой сумме дважды и поэтому чётность суммы не зависит от числа таких рёбер. Каждое ребро, через которое проходит ломаная, входит в сумму ровно один раз. Таких рёбер 2011, поэтому вся сумма нечётна. 

Если бы количество граней с нечётным числом сторон было чётно, то рассмотренная сумма также была бы чётна. Значит, это количество нечётно.

3. Ответ: да, существуют. Например, таковыми являются многочлены (x-10)2-1, x2-1 и (x+10)2-1
4. Ответ: такое число существует для любого k: Nk=9k*(10k-1). Пусть 9k=s1...st0...0 (st не равно 0, нулей на конце может и не быть). Проверим, что сумма цифр числа Nk равна 9k. Запишем разность чисел 9k*10k и 9k, учитывая, что 9k<10k при любом k: 
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	s1s2...st-1
	st
	0...0
	0
	...
	0
	0
	0...0

	
	 
	 
	 
	s1
	...
	st-1
	st
	0...0

	 
	s1s2...st-1
	st-1
	9...9
	(9-s1)
	...
	(9-st-1)
	(10-st)
	0...0


В нижней строчке записано число Nk. Легко видеть, что сумма его цифр равна 
s1+...+st–1+9+...+9+(9+1)–s1–...–st=9k. в записи левой части k девяток.
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